Theoreme des valeurs intermediaires (TVI) - Continuite 

Exercices corriges 



Sont abordes dans cette fiche : (cliquez sur 1 ’exercice pour un acces direct) 

• Exercice 1 : appliquer le theoreme des valeurs intermediaires sur un intervalle ferme de E 

• Exercice 2 : appliquer le theoreme des valeurs intermediaires sur un intervalle semi-ouvert 

• Exercice 3 : appliquer le theoreme des valeurs intermediaires sur un intervalle ouvert de E 

• Exercice 4 montrer qu’une equation admet au moins une solution grace au TVI 

• Exercice 5 montrer que toute fonction polynome de degre impair admet au moins une racine reelle 

• Exercice 6 : utiliser le TVI pour montrer 1’ existence de solutions d’une equati s un intervalle 

• Exercice 7 montrer qu’une equation admet une unique solution dan| un^mpcrvallc grace au corollaire 
du theoreme des valeurs intermediaires (corollaire du TVI) 

• Exercice 8 : lire un tableau de variations et appliquer le corollaire du TVI pour determiner le nombre 
exact de solutions d’une equation 

• Exercice 9 : utiliser la monotonie d’une fonction pour approxfciemm nombre de solutions 

• Exercice 10 : utiliser une variante du corollaire du TVI pour ecrire un algorithme d’encadrement par 

dichotomie ' 
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Exercice 1 (3 questions ) 



Niveau : facile 



Soit la fonction / definie sur R par /(x) = x 3 + x 2 — x. 

1) Montrer que la fonction / est continue sur [— 1 ; 2]. 

2) Calculer/(— 1) et/(2). 




D’une part, / est continue sur [ — 1 ; 2] (d’apres la premiere question). D’autre part, comme 
5 G [/(— 1) ;/( 2)] = [1 ; 10] (d’apres la deuxieme question), le theoreme des valeurs intermediaires permet 
d’affirmer que l’equation /(x) = 5 admet au moins une solution dans [— 1 ; 2]. 
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Exercice 2(3 questions ) 



Niveau : facile 



Soit la fonction / definie sur ]2 ; 5] par /(x) — — 



1) Montrer que la fonction / est continue sur ]2 ; 5]. 

2) Calculer /( 5) et determiner lim / (x) . 



x->2 ' 
x>2 



3 ) En deduire que l’equation /(x) = IQ 2013 admet au moins une solution dans ]2 ; 5]. 



c 



o 






Correction de l’exercice 2 



O Retour au menu 






1) Montrons que la fonction / est continue sur ]2 ; 5]. 

La fonction / est une fonction homographique, done elle est continue 
savoir sur ]2 ; 5]. 

o° 



A 



soil ensemble de definition, a 



2) Calculons /( 5) et determinons lim /(x). 



x-»2 ' 
x>2 



1 1 

D’une part, /( 5) = — 3 - 






Rappel : Limite d’une fonction composee de d^^^cnlEi 
Soit it une fonction definie sur un intervt 



tions 



alk^ et soit v une fonction definie sur un intervalle /, telle que 
v(x) E J. La fonction / definie sur / par /(x) = u(u(x)) (ou /(x) = (it ° u)(x)j est la fonction composee de 



la fonction v suivie de la fonction it. 
a, b et c designent chacun soit fee 1, soit + 00 , soit — 00 . 

alors lim/(x) = I 

x->a 



Si limt;(x) — be t si lim 

x->a X->b 



D’ autre part. 



3 ) 









— 2) = 0 + et lim -r? — i-00 done, par composition des limites, lim/(x) = If 00 



x^o X 
x>o 



x ->2 

x >2 



ons que l’equation /(x) = IQ 2013 admet au moins une solution dans ]2 ; 5]. 



Theoreme des valeurs intermediaires (TVI) sur un intervalle semi-ouvert 



Soit / une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert [a ; b[ (respectivement ]a ; b] avec a et b homes 
finies ou infinies telles que a < b). Alors, pour tout reel k compris entre /(a) et lim/(x) (respectivement 

x->b 

entre limfCx) et f(b)), il existe au moins un reel a E \a ; b\ (respectivement a E ]a ; b 1) tel que f(a ) — k. 

x->a 

Autrement dit, l’equation /(x) = k admet au moins une solution dans [a ; b [(respectivement dans ]a ; b\). 
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D’une part, / est continue sur ]2 ; 5] (d’apres la premiere question). 



D’autre part, IQ 2013 G 



/(5); Urn /(*) 

x>2 




(d’apres la deuxieme question). 



Par consequent, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, l’equation f(x) — lo 2013 admet au moins 
une solution dans ]2 ; 5]. 
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Exercice 3(1 question) 



Niveau : moyen 



2x 3 — 1 

Montrer que l’equation 2 ^ — 0 admet au moins une solution dans R. 




If Correction de l’exercice 3 


O Retour au menu j 





Rappel : Theoreme des valeurs intermediaires (TVI) sur un intervalle ouvert 

Soit / une fonction continue sur un intervalle ouvert ]a ; b[ (avec a et b bornes finies ou infinics telles que 



a < b). Alors, pour tout reel k compris entre lim/(x) et lim/(x), il existe au moi 



x->£> 



“? 

jn rec 



/(a) = k. Autrement dit, 1’ equation /(x) = k admet au moins une solution 





2x 3 — 1 

Soit la fonction / definie par /(x) = 2 X 2 +V ^ cttc fonction rati( 
x£l, 3x 2 + 1 > 0. De plus, etant rationnelle, cette fonction e 



dans ] a 

xp- 






el a G ] a ; b [ tel que 



est definie sur R puisque, pour tout 
continue sur son ensemble de definition. 



Autrement dit, / est continue sur 



Determinons desormais les limites de cette fonction 



Rappel : Limite en — oo et limite en +oo d’u 



Soient a„ G 



\b m G 



',nGM*etm 



lim 



a n x n +a. 



n— 1 J 



v-n- 1 . 



+" + °l* +a 0 %,x^a n _ 1 

-°>b m x1t+b 1n _ 1 x m - 1 +--+b 1 x+b l) ~x~-°>b m x m x^f/ m x m +b m _ 1 x m - 1 +~+b 1 x+b 






3 



aux born* 

aV, 

iiyjx/i 



es de son ensemble de definition. 



'ion rationnelle 



x n G 1 -a^x+aQ 



lim 



a n x 



x->-i-oo um^ "^ u rn—l x " rwpto q x->+°° u m j 

Autrement dit, la limite d’u ction rationnelle en +oo est egale a la limite en +co du quotient de ses 



monomes de plus haut degre. 
^ 




2x 3 — 1 



2x 3 



= lim —~ 2 — - = lim — B ~ lim x — — oo. 

X ->-00 3x +1 x—>—co 3x 



?r 3 — 1 2x 3 2 

lim /(x) = lim — - = lim — g = ~ lim x = +oo 

X ->+00 x ->+00 3x +1 x ->+00 3x "J X ->+00 

, /(]— oo ; +oo[) = ]— oo ; +oo[. Autrement dit, /(R) - R. 



Or, 0 G /(R) = R done, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet au moins 



une solution reelle. Autrement dit, l’equation 



2x 3 -l 
3x 2 + l 



= 0 admet au moins une solution dans 
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Exercice 4 (2 questions ) 



Niveau : moyen 



1) Demontrer que l’equation cos(2x) = 2 sin(x) — 2 admet au moins une solution dans l’intervalle 

r 7T TT] 

16 : 2T 




1) Montrons que l’equation cos(2x) = 2 sin(x) — 2 admet au moins une solutio: 



n^^s' 






g- 



L’equation cos(2x) = 2 sin(x) — 2 equivaut a cos(2x) — 2 sin(x) = —2, c’est-aWire a /(x) = — 2 oil / est la 
fonction definie sur E par /(x) = cos(2x) — 2 sin(x). 

u(x) v(x) 

/ est la difference de la fonction u:x ■-» cos(2x) et de la fonction v:pc ■-» 2 sin(x). Or, u est la composee de la 
fonction lineaire x ■-» 2x, continue sur E, par la fonction cosing OTnti r 
fonctions continues sur E, it est continue sur E. De plus, v es 



inue sur E. Par composition de deux 
produit du reel 2 par la fonction sinus, 
etant la difference de deux fonctions continues 




continue sur E. Par produit, v est continue sur E. Finalement, 
sur E, / est continue sur E et en particular sur ^ 

De plus, d’une part, / — cos ^2 x ^ j — 2 sin (— ^ ^ — 2 x (— = ^ + 1 = ^ et, d’autre part, 

f g) = cos (2 X g)) - 2 sin g) jrpf* 1 = “ 3 - 

Or, -2e[/g) ;/(-i)] = [-3;|] done, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, l’equation 
/(x) = —2 admet au moins une solution dans |— ^ ; ^-J. 



Autrement dit, l’equatioi 

7T 7T] 

tomNine sol 



,0 



os(2x) = 2 sin(x) — 2 admet au moins une solution dans l’intervalle 



[ 7T 7Tl 
— 6 ' 2 1 ' 

[— ^ ; ^], cos(2x) = 2sin(x) — 2 <=> 1 — 2sin 2 (x) = 2 sin(x) — 2 
in 2 (x) + 2 sin(x) — 3 = 0 




En posant X — sin(x) et en notant que — 1 < X < 1 (puisque, pour tout x G E, — 1 < sin(x) < 1), alors 
l’equation 2 sin 2 (x) + 2 sin(x) — 3 = 0 equivaut a 2 A 2 + 2 A — 3 = 0. 



Posons A le discriminant du trinome 2A 2 + 2A — 3. Alors A= 2 2 — 4 x 2 x (—3) = 28. Comme A> 0, le 
trinome admet potentiellement deux racines reelles : 
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*1 = 



-2-V28 -2-2V7 -1-V7 



X, = 



-2 + V28 -2 + 2V7 -1 + V7 



2x2 4 2 2x2 4 2 

Or, comme — 1 < X < 1, X 1 < — 1 et — 1 < X 2 < 1, pour tout x G — ^ ; ^-J, 2sin 2 (x) + 2 sin(x) — 3 = 0 



. f \ — 1+a/ 7 . _i 

<=> sin(x) = — ~ — => x = sin 1 



- 1 + \/7 \ 

— 2 — j ~ 0, 97 ( arrondi a 10 -2 pres par exces). 
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Exercice 5(1 question ) 



Niveau : moyen 



Montrer que toute fonction polynome de degre impair admet au moins une racine reelle. 



Correction de l’exercice 5 



Rappel : Fonction polynome 



O Retour au menu 



lr 



On appelle fonction polynome (a coefficients reels) toute application / de R dans R pour,ktc]uclle il existe des 
reels cl-h, ... , a, 2l oq, clq tels que i 



• laqut 



o 



e 



/(x) — a n x n + Ojj.jX 71 1 + — I- a 2 x 2 + a 1 x 1 T a 0 x° (a^ =£ 0 ; 
a n , a n _ 1; ... , a 2 , a v a 0 designent les coefficients du polynome et n desistfl^n < 



ft; 



she sc 



ire. 



Soit / une fonction polynome de degre impair, definie sur R. 
Toute fonction polynome etant continue sur son ensemble de de 



En outre, lim /(x) = lim 




& 






n , il vient que / est continue sur R. 



— oo si a v > 0 # w ' 

. n et lim 

Too si a n < 0 x — >-{-oo 



(x) - lim 

X — >+ CO 



a n x n = | 



Too si a n > 0 
-oo si a n < O' 




Autrement dit, 

/ si a n > 0, lim /(x) = — oo et li 

x^-oo -- - 

S si a n < 0, lim /(x) = Too 

X->—oo 

Ainsi, par disjonction des cas, /Q^o ■ Too[) = ]— oo ; Too[. 

Or, 0 G ]— oo ; Too[ done, d’ap res le theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet au moins 
une solution reelle da^liyjn d’autres termes, toute fonction polynome de degre impair admet au moins 
une racine reelle. 












n^R. 
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Exercice 6(1 question) 



Niveau : moyen 



Soit / une fonction definie et continue sur [0 ; 1] telle que, pour tout reel x G [0 ; 1], /(x) G [0 ; 1], Demontrer 
qu’il existe au moins un reel a G [0 ; 1] tel que f(a ) = a. 



Correction de l’exercice 6 



Notons g la fonction definie sur [0 ; 1] par g (x) = /(x) — x. 

Tout d’abord, g est la difference de la fonction /, continue sur [0 ; 1], et de la fonction Jj 
sur [0 ; 1] ; par consequent, g est continue sur [0 ; 1] . 






O Retour au menu 



c 






Ensuite, ,g(0) = /( 0) — 0 = /( 0). Or, d’apres Tenonce, pour tout x G [0 ; 1], 
0 < /( 0) < 1, c’est-a-dire 0 < g(0). 












i lineaire x 

zr 



•-» x, continue 



; 1] . Ainsi, il vient que 



G [0 ; 1], Ainsi, il resulte que 



Enfin, g( 1) = /( 1) — 1. Or, d’apres Tenonce, pour tout x G [0 ; 

— 1 < /( 1) — 1 < 0, c’est-a-dire ^(1) < 0. 

Or, 0 G [g(l)',g(0)] done, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires, Tequation g(x) — 0 admet au 
moins une solution a dans [0 ; 1], Autrement dit, Tequation /(x) = x admet au moins une solution a dans 
[0 ; l], c’est-a-dire il existe au moins un reel a G [0 ; 1] teftfue f(a ) = a. 
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Exercice 1(1 question) 



Niveau : moyen 



Soit / la fonction definie sur M par f(x) — — 3x 3 + 4x + 1. Montrer que l’equation f(x) — ^ admet 
exactement 3 solutions reelles. 



rO 



Correction de l’exercice 7 



D Retour au menu 



Rappel : Corollaire du theoreme des valeurs intermediaires (aussi appele theoreme de4)ije£tion) 




Soit / est une fonction continue et 
strictement monotone (c’est-a-dire soit 
strictement croissante soit strictement 
decroissante) sur un intervalle / de homes a 
et b (finies ou infinies). 

Alors, pour tout reel k strictement compris 
entre les limites de / en a et en b, il existe 
un unique reel a de I tel que f(a ) = k. 



Monotonic 
\ de / 

Intervalle I 


f croissante 

yo 


/ decroissante 


[a.-,b] 


[/(a) 




[a ; b[ 




lim f(x) ; /(a) 


]a b] 


k *]lim/(x) ;/(b) 


/(h); lim/(x) 

x->a 


]a)b[ 


Hlim/Cx) ; lim/(x) 

J x->a x->b 


lim/(x) ; lim/(x) 

Jx->£> x->a 



La fonction / est une fonction polynom degre 3) done elle derivable sur M. Comme toute fonction 
derivable sur un intervalle est continue sur ce meme intervalle, / est continue sur M. D’ autre part, il vient que, 
pour tout x£M, /'(*) = — 9x 2 + 4 = 4 — 9x 2 = (2 — 3x)(2 + 3x). 

Or, pour tout x6M, /'(x) = 0«*<=^ — 3x = 0oit2 + 3x = 0<=>x = ^oux = — ^ 

2 2 

Par consequent, pour tout x G J— oo ; — 3] u [3 > +°°[, f'(x ) ^ 0. Il en decoule que / est strictement 
decroissante sur — 00 ■ — et sur ^ ; +oo[. D’autre part, pour tout x G [— ^ ; ^J, /'(x ) > 0. Il en resulte que 
/ est strictcmen^roissantc sur [ — \ > • 

Etudions les eventuelles solutions de l’equation /(x) = ^ dans j— 00 ; — 

Dime p; 



part, sur ]-oo ; -3], / 



est continue et strictement decroissante. 



2 

D’autre part, lim /(x) = lim (— 3x 3 ) = —3 lim x 3 = +00 et f (— i) = — 3 (— i) + 4 f— + 1 = — 5. 

Comme — G / Q— 00 I — 3]) = [/ 3) ; /( x ) [ ~ [ — g ' +00 [’ d’apres le corollaire du theoreme 

des valeurs intermediaires, l’equation f(x) — 0 admet une unique solution a dans j— 00 ; — ^J. 
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Etudions les eventuelles solutions de l’equation /(x) = ^dans J — \ > §[• 

1 2 2r 

D’une part, sur I — ^ ; gl , / est continue et strictement croissante. 

D’ autre part, / (- §) = - \ et / (| ) = -3 (|) + 4 (§) + 1 = if 

Comme —£/(]——; -Q = ( _ 3) ' ^ (s)[ = 9 ; ~9~[’ daprds le corollaire du theoreme des 

valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet une unique solution /? dans ^ 

x r2 r o 

Etudions les eventuelles solutions de l’equation /(x) = ^ dans I ^ ; +°°|- 

9 

D’une part, sur 5- ; +00 , f est continue et strictement decroissante. 

. dz 

D ’autre part, / (^) — ^et lim /(x) = lim (— 3 x 3 ) = —3 lim x 3 = —00 

\o/ y x->+oo x->+oo x->+oo ” 

Comme — G / Q- ; +00Q = j lim /(x) ; / = |— 00; — ^f^japrcs le corollaire du theoreme des 

valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet une unique solution y dans ^ ; +00 



Concluons. 






Finalement, l’equation /(x) = ~ admet exactement 3 solutions reelles. 

\0 

Remarque importante : Alors que le theoreme des valeurs intermediaires permet de prouver l’existence d’au 
moins une solution sur un interval!^ le /d^ollaire du theoreme des valeurs intermediaires permet de prouver 



l’unicite d’une solution sur un interv 



« 



o 



s>' 



- 
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Exercice 8(3 questions ) 



Niveau : moyen 




Correction de l’exercice 8 



O Retour au menu 






Rappelons tout d’abord que, par convention, les fleches obliques jd’un tableau de variations traduisent la 
continuite et la stricte monotonie d’une fonction sur un intamTue. Determinons desormais le nombre de 
solutions de chaque equation proposee. 



1) Determinons tout d’abord le nombre de soluti 



•& 

yj cJfcT equation /(x) - 3. 



onsc 



Sur ]— co ; 0], la fonction f est continue et statement croissante et /(]— co ; 0]) = ]— 2 ; 4]. Or, 3 6 ]— 2 ; 4] 
done, d’apres le corollaire du theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 3 admet une unique 
solution dans ]— oo ; 0]. 



ii|e et ; 



o 



Sur ]0 ; 2[, la fonction / est continue et strictement decroissante et /(] 0 ; 2[) = ]— oo ; 4[. Or, 3 G ]— oo ; 4[ 
done, d’apres le corollaire du theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 3 admet une unique 
solution dans ]0 ; 2[. 



a 



Sur ]2;+oo[, la fonot 1 k)r^ :/ est continue et strictement decroissante et /(] 2;+oo[) = ]0;+oo[. Comme 
3 G ]0 ; +oo [, l’equation^(x) = 3 admet une unique solution dans ]2 ; +oo[, en vertu du corollaire du theoreme 
des valeurs intcrmediafres. 

Fi n al c men,t.^| ’equation /(x) = 3 admet exactement trois solutions reelles. 

erminons ensuite le nombre de solutions de l’equation /(x) = 0. 

-oo ; 0], la fonction / est continue et strictement croissante et /(]— oo ; 0]) = ]— 2 ; 4]. Or, 0 G ]— 2 ; 4] 
done le corollaire du theoreme des valeurs intermediaires pennet d’affirmcr que l’equation /(x) = 0 admet pas 
une unique solution dans ]— oo ; 0]. 

Sur ]0 ; 2[, la fonction / est continue et strictement decroissante et /(] 0 ; 2[) = ]— oo ; 4[. Or, 0 G ]— oo ; 4[ 
done, d’apres le corollaire du theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet une unique 
solution dans ]0 ; 2[. 
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Sur ]2;+oo[, la fonction / est continue et strictement decroissante et /(] 2;+oo[) = ]0;+oo[. Comme 
0 g ]0 ; +oo [, l’equation fix') — 0 n’admet pas de solution dans ]2 ; +oo[. 



Finalement, l’equation /(x) — 0 admet deux solutions reelles et deux seules, l’une dans ]— oo ; 0] et l’autre 
dans ] 0 ; 2 [. 






3) Enfin, determinons le nombre de solutions de l’equation /(x) = —2. 

Sur ]— oo ; 0], la fonction / est continue et strictement croissante et /(]— oo ; 0]) = ]— 2 ; 4]. Or, —2 £ 
done l’equation f{x) — —2 n’admet pas de solution dans ]— oo ; 0]. 

Sur ]0 ; 2[, la fonction / est continue et strictement decroissante et /(]0 ; 2[) = ]— oo ; 4[. Or, — o oo ; 4[ 
done, d’apres le corollaire du theoreme des valeurs intermediaries, l’equation /(x) = —2 admet une unique 
solution dans ]0 ; 2[. # 

Sur ]2;+oo[, la fonction / est continue et strictement decroissante et /(]2 ; +oo[) = ]0 ; +oo[. Comme 
— 2 g ]0 ; +oo[, l’equation /(x) = —2 n’admet pas de solution dans ]2 ; +oo[. 

l’accurrence < 



Finalement, l’equation fix) — —2 admet une unique solution reelle, en 






o 






$ 



O 



o 



o 



;n rotcu 



dans ]0 ; 2[. 
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Exercice 9(1 question) 



Niveau : moyen 



Soit une fonction / strictement decroissante sur [2 ; 5] telle que /( 2) = 4 et /( 5) = —3. L’equation fix) — 0 
admet-elle : 



a) une solution ? 



c) au moins une solution ? 




/ est une fonction strictement decroissante sur [2 ; 5] done 0 admet au plus un antec 
est done exclue. 



ibftar /. 



. La reponse c) 



Comme, d’apres l’enonce, / n’est pas supposee continue, l’equation fix) — yiadmettre aucune solution. 

II vient done que la reponse juste est la reponse d). 












<9 



o 



gf 






A 

O 



o 



o 



o 
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Exercice 10 (2 questions ) 



Niveau : difficile 



1) Montrer que l’equation x 2 — x sin x + cos x admet deux solutions reelles. 

2) Ecrire un algorithme avec AlgoBox permettant d’obtenir un encadrement de chaque solution avec une 
amplitude de 10~ 3 . 






Correction de l’exercice 10 



O Retour au menu 



1) Montrons que l’equation x 2 = x sinx + cos x admet deux solutions reelles. 
Soit la fonction / definie sur R par /(x) = x 2 — x sin x — cos x. 



G 



$>• 



/ est continue et derivable comme somme de fonctions continues et derivables sur M. Pour tout x reel, on a : 
/'(x) = 2x — (1 sinx + x cosx) — (— sinx) = 2x — sinx — x cosx + sinx =%k — x cos x = x(2 — cosx) 



Or, pour tout x reel, — 1 < cos x < 1, d’ou 1 < — cos x + 2 < 3 (pard^^Slssance de la fonction x ■-» — x + 2). 
Par consequent, comme 2 — cos x > 0 pour tout reel x, /'(x) est dpsigne de x. Autrement dit, /'(x) > 0 si et 
seulement si x > 0 et /'(x) < 0 si et seulement si x < 0. On en deduit que / est strictement decroissante sur 
]— oo ; 0] et strictement croissante sur [0 ; +oo[. 



ne seul 



Montrons que l’equation /(x) = 0 admet une et une 'seule solution dans ] — oo ; 0] . 

vv 

D’une part, par continuite de la fonction / en 0, /( 0) = 0 2 — 0 sin 0 — cos 0 = —1. 



D’ autre part, pour tout x reel non nul, / 
resultats suivants, en multipliant re; 



Comme lim 

X— >— oo 



x-»-oo |X| X-> 

limites par encadrement q ueto I 



;sj5el$iyi 

i 



= x : 



0 



sinx 


COSX^ 


X 


X 2 ) 



11 


1 1 1 


sinx 




1 




cosx 




1 




> 0 et — > 0 : 




< 


— 


et 




< 




lx 


lx 1 


X 




X 




x 2 




x 2 



- hm — 3 Mfn y — 0 (par composition des limites), il vient d’apres le theoreme des 



De meme, 
encadrement 




+ 00 X 
sinx 
x 



= 0, c’est-a-dire lim = 0. 



X->—oo X 



1 1 

2 \ — lim — 2 = lim y — 0, il vient d’apres le theoreme des limites par 



X- >— OO x‘ X— >+oo X 

, .... COSX 



Finaleffl 
cj^slimi 



ment, par somme des limites, lim ( 1 

X— oo V 





2 — w 


X-»— oo 


X 


sinx 


cosx^ 


X 


x 2 ) 



1 = 1. Comme enfin lim x 2 = +oo, par produit 

/ X— >— oo 



ites, il resulte que lim /(x) = +oo. 



On vient de montrer que, sur ]— oo ; 0], / est non seulement continue et strictement decroissante mais aussi que 
/(]— oo ; 0]) = /( 0) ; lim /(x) = [—1; +oo[. Par consequent, comme 0 G [—1; +oo[, d’apres le 

L x-»— oo L 

corollaire du theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet une unique solution a telle 
que a G ]— oo ; 0]. 
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Montrons que l’equation f(x) — 0 admet une et une seule solution dans [0 ; +oo[ en utilisant la meme 
methode que precedemment. 



On a montre d’une part que /( 0) = — 1 et d’autre part que f(x) — x 2 {l — 



sinx 


cosx^ 


X 


x 2 ) 



\ 

) , pour tout x reel non 



nul. Comme 



sinx 


< 


1 


et 


cosx 




1 












X 




X 




X 




X 



et comme lim 

X — >+00 



= 0 et lim 

X-> + 00 



X 



= 0, il vient, en utilisant le 



sinx cos x 

theoreme des limites par encadrement, que lim = 0 et lim — — = 0. Finalement, par somme pui 



X-»+oo X 



X-»+oo X 



produit des limites, lim /(x) = +oo. 

X-> + 00 






purs par 



On vient de montrer que, sur [0 ; +oo[, f est non seulement continue et strictement croissante mais attssi que 
/([ 0; +oo[) = /( 0) ; lim /(x) = [—1; +oo[. Par consequent, comme 0 G [—1; +oo[, d’apres le 

L x-»+oo L 

corollaire du theoreme des valeurs intermediaires, l’equation /(x) = 0 admet une unique solution /? telle 



que /? G [0 ; +oo[. 






En definitive, l’equation /(x) = 0 admet deux solutions et deux seules (lime -negative et l’autre positive), 
notees a et /?. Autrement dit, l’equation x 2 = xsin x + cos x admet deux solutions a G R_ et /? G R+. 



2) Ecrivons un algorithme avec AlgoBox permettant d’obtenir un 



ne vai 




approchee de a et /? a 10 3 pres. 



Rappel : Variante du corollaire du theoreme des valeurs ^ermediaires (variante du theoreme de 
bijection) 



c/ 

Si / est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / de bornes a 
et si f(a)f(b) < 0, alors l’equation /(x) = 0 admet une unique solution dans /. 

,€r 



et b (finies ou infinies) 



Explications : Appuyons-nous sur la variante 



,te du< 



laire du theoreme des valeurs intermediaires ci-dessus. 



Pour commencer, on determine u# interval le [borne in ^ rieure ; borne sup ^ rieure \ contenant l’une des 
solutions de l’equation /(x) = 0 avec /(x) = x 2 — x sin x — cos x. 

On calcule alors le milieu dl^ntervalle [bome in f^ rieure ; borne sup ^ rieure ] puis, parmi les intervalles 
[bornei n f£ rieure ) milieu] ou [milieu ; borne sup ^ rieure \, on determine celui auquel appartient la 
solution de l’equatidl^f (sfj = 0. En effet, si f (milieu) et f {borne sup ^ rieure ) sont de meme signe, c'est 
que la solutiojWuve dans 1'mtervalle [bome inftrUmre ; milieu] et, da„ S ee ea S , on affeete a 



i-om^^valeurde milieu. 



On reitere la demarche en faisant jouer a la variante milieu le role de borne in f (, rieure ou de 
borHe sup £ rieure selon 1’ intervalle retenu, jusqu’a obtenir la precision demandee. 



Remsir^^ L’intervalle initial [borne inf6rieure ; borne sup6rieure \ 
fe choisi apres avoir represente la fonction / dans un repere. 
^ntrc est representee la fonction f dans un repere orthonorme 
(0 ; i ;j) du plan. 



• \ • 


_ 1 / 1 
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Algorithme ecrit avec le logiciel AlgoBox 



VARIABLES 

precision EST_DU_TYPE NOMBRE 
borne Jnferieure EST_DU_TYPE NOMBRE 
borne_superieure EST_DU_TYPE NOMBRE 
milieu EST_DU_TYPE NOMBRE 
DEBUT_ALGORITHME 
AFFICHER "Indiquer la precision desiree : " 

LIRE precision 
AFFICHER precision 

AFFICHER "Indiquer la borne inferieure : " 

LIRE bome_inferieure 
AFFICHER bome_inferieure 
AFFICHER "Indiquer la borne superieure : " 

LIRE bome_superieure 
AFFICHER bome_superieure 

TANT_QUE (borne_superieure-bome_inferieure>precision) FAIRE 
DEBUT_T ANT_QUE 
milieu PREND_LA_VALEUR ( borne_i nfericurc+borne_supericurc)/: 
SI (Fl(milieu)*Fl(bome_superieure)>0) ALORS 
DEBUT_SI 

borne_superieure PREND_LA_VALEUR milieu 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 

bome_inferieure PREND_LA_VALEUR milieu 
HN_SINON 
FIN_T ANT_QUE 
AFFICHER bome_inferieure 
AFFICHER " < solution < " 

AFFICHER bome_superieure 



Fonction numerique utilisee : 

Fl(x)=pow(x,2)-x*sin(x)-cos(x) 
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A ffirnapes obtenus apres lancement du logiciel AlgoBox 



Recherche d’un encadfe^^ d e a (a E 

*** Algorithme lance **V' 

Indiquer la precision dfsiree : 0.001 
Indiquer la borne inferieure : -2 
Indiquer la borne superieure : -1 
-1.2207031 < solution < -1.2197266 
ithme termine*** 




Recherche d’un encadrement de (3 (fi E R + ) 

*** Algorithme lance*** 

Indiquer la precision desiree : 0.001 
Indiquer la borne inferieure : 1 
Indiquer la borne superieure : 2 
1.2197266 < solution < 1.2207031 
***Algorithme termine*** 



Remarque : La fonction / est une fonction paire puisque son ensemble de definition est symetrique par rapport 
a 0 et puisque, pour tout reel x, f(—x) — f(x). Aussi, du fait de la parite de la fonction /, les solutions a e t /? 
sont opposees. II suffisait done de rechercher un encadrement de la solution a de pour en deduire un 
encadrement de la solution /? de R + (ou vice versa). 
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